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摘  要 

本研究用非線性動力學中分析動態

系統運動之方式來探討癲癇患者心跳率

之生理行為。一般生物體內許多生化反應

呈現非固定週期的生理循環現象，若將生

物體內之生理系統視為動力學中之動態

系統的話，從近代混沌理論的觀點來看，

此變異之生理行為具有混沌運動的特

徵。本文以癲癇患者心跳率作為時間序

列，擬採用動態系統中之相空間重建法來

分析癲癇患者在發作前，發作中，以及發

作後之心跳率變化模式，藉由所熟知的數

學理論的推廣，探究人類生理之奧秘。 

關鍵詞：混沌、癲癇、相空間重建法 

1. 前言 

在本研究裡選擇癲癇的心跳率作為

所要分析的時間序列。癲癇的發作是零星

事件，往往造成無意識狀態，雖然癲癇本

身不會造成直接死亡，但間接傷害與生活

不便卻是一大痛苦。癲癇發作期在腦波圖

上有明顯的變化，而且是類似周期性一般

的振盪。外加刺激可以造成癲癇發作，除

此以外，通常癲癇發作是自發性開始，且

自發性結束。Pomeau and Manneville[1]
對癲癇是這麼認為：當腦子進入一個參數

空間（parameter space），發作代表分岔到

一個週期視窗（periodic window），施用

藥物可以在把參數改回來，使得發作終

止。Schaffer[2]指出如果腦波狀態靠近週

期視窗，也會有一段暫態週期發生。當然

他們所認為的週期只是類似而已，並非真

是週期運動。而暫態周期的發生可以解釋

癲癇發作為何是自發性開始與結束。 
研究非線性運動，直接觀察狀態點隨

時間變化，即使時間很長，也無法看出一

點頭緒，如果不對這些狀態點作進一步加

工分析，是不容易了解其運動性質，而難

以區分混沌和其他形式的振盪（如噪音、

準週期運動或週期運動疊加），目前研究

非線性運動主要以使用相空間重建法

（reconstruction of phase space）為主，以

下將針對相空間重建法作一番簡短介紹。 
在測量過程通常都是對單一變量作

紀錄，而且這些測量數據也不見得就是實

際運動的狀態，如心電圖、腦電波等體表

電位就是如此，於這些單變量隨時間的變

化就稱作時間序列，其隱含著整個系統的

運動規律，透過相空間重建可以取的整個

系統的運動特徵。方法是利用時間延遲量

T及嵌入維度 d，重建一個由時間序列 s(n)
展 開 的 新 的 空 間 y(n)=[s(n),s(n+T), 
s(n+2T),…,s((n+(d-1)T))，在重建的兩維相

平面 [s(n),s(n+T)]或三維相空間 [s(n+T), 
s(n+T),s(n+2T)]的吸引子(attractor)和在原

始相空間(x, x’)或(x, x’, x”)中的吸引子相

似且具有相同的特性。亦即如果重建的相

空間的軌線最終趨於一點（即吸引子是一

個點），表示原系統處於穩定狀態；如果

軌線最終構成一封閉曲線（即吸引子為一

封閉曲線），表示原系統為週期運動；如

果軌線分佈具有某些特殊結構，則系統運

動可能是混沌。 
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2. 時間序列分析方法 

2.1 相空間重建 

對一個沒有模擬方程式的系統作運

動分析時，可以利用實驗得到的數據重建

一個與原本空間性質類似的相空間，稱之

為重建相空間，而這樣的方法乃是依憑著

下述嵌入理論(Embedding Theorem)的立

論基礎： 

假設有一個動態系統 ))(()( txf
dt

tdx
=  

，對變數 t 作離散後可寫成 

)1())(()( +=→ nxnxFnx      (1) 

其中 x(n)為一組時間序列，而且時間

序列 x(n) 也可以是多自由度，亦即

)](),...,(),(),([)( 321 nxnxnxnxnx d= 。 在

Takens[3]提出的嵌入理論中，我們可利用

此系統之任一測量純量值 )(•h 來重建其

在 d 維度空間之軌跡 y(n)： 
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其中純量函數(Scalar Function) h 將 x(n)轉
換為測量值 s(n) 

)())(( nsnxh =           (3) 

而向量函數(Vector Function)g之作用則是

取 x(n)延遲 Tk之後的值 
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sτ 為取樣時間(sampling time)。因此(2)式
可改寫成 
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在(5)式裡若取 Tk為某個延遲時間 T 
(Time Lag)的整數倍，即 Tk=kT，則 

)])1((,...,
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  (6) 

因此即使不知道原來系統模型，也可

以透過以時間序列重建後的向量軌跡 y(n)
來分析系統之特性及不變量。 

在(6)式裡需設定兩個重要的參數，嵌

維 d 及時間延遲 T，經過適當的 d、T 值

重建後，就可以解開從高維度投影到低維

度的軌跡，重現原有系統走向。 

2. 2 平均關聯性資訊 

在相空間重建時，首先須先決定時間

延遲量 T，因此在本文中所採用的是平均

關聯性資訊(Average Mutual Information)
的方式來決定 T。 

在嵌入理論中並沒有對時間延遲 T
的選擇作規定，只要有無盡數量及無限準

確的資料，任何大小的 T 都可以被允許。

不過大多數時候只能在數量有限且具有

誤差的資料上作分析，使得 T 的大小變得

很重要，因此有如下三點可作為選擇 T 的

準則： 
1. T 必須是取樣時間τs 的整數倍。因為

一旦乘以具有小數位數的值，會增加額

外的數字。 
2. 避免過小的 T。因為 T 太小會讓 s(n)及

s(n+T)在重建相空間 y(n)中的獨立性不

足。換句話說，需要足夠大小 T 讓系統

得以在相空間中展開而產生新的資訊。 
3. 反之，因為混沌系統本質上是一快速發

散的系統，小心過大的 T 則會使 s(n)及
s(n+T)變得具隨機性(Random)而失去重

建軌跡的意義。 
一般而言有兩種方式可以求得 T，其
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一是利用自相關函數 (Autocorrelation 
Function)，另一則是藉由平均關聯性資訊

來決定。由於自相關函數只能顯現時間序

列之線性關聯性，Fraser[4]建議採取後者

來計算具有非線性特性時間序列的關聯

性，因此現今都是採用 Shannon[5]所提出

的平均關聯性資訊來計算 T 值。茲將平均

關聯性資訊之理論簡述如下。 
假設有兩組數據，一組是 { }iaA = ，一

組是 { }jbB = ，定義以兩組數據間之關聯

性資訊為 

]
)()(
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[log2

jBiA

jiAB
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        (7) 

PA(ai)和 PB(bj)分別是在 A、B 集合裡

挑出 ai、bj 的機率，PAB(ai,bj)是同時在兩

組數據中量到 ai 和 bj 的機率。如果 ai 和

bj是完全獨立的關係，則 PAB(ai,bj)= PA(ai) 
PB(bj)，(7)式即為零，表示在兩者之間沒

有任何相關之訊息量。對所有數據 ai、bj

的關聯性資訊作平均，則稱之為平均關聯

性資訊。 
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在時間序列之分析中，若將 s(n)視作

集合 A，s(n+T)視作集合 B，則(8)式可改

寫為 
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(9)式中 I(T)的意義為時間序列 s(n)中
每個資料與相隔 T 之後的資料間的平均

關聯性的一種量度，一般而言 I(T)≧0。
在一個混沌系統裡，若 T 取的太大，會讓

s(n)與 s(n+T)毫無關係；反之，若 T 取的

太小，則 s(n)與 s(n+T)間之獨立性不夠，

兩者皆不適用於作展開時間序列為向量

軌跡之時間延遲 T。一般利用平均關聯性

資訊來決定 T 值之方法則為計算出各個

不同 T 之下的關聯資訊值 I(T)之後，選用

I(T)第一次出現極小值處之 T 值作為相空

間重建中的時間延遲量 T。 

2. 3 廣域假鄰近點 

  決定延遲時間量 T 後，(6)式仍需

決 定 一 適 當 之 嵌 維 (embedding 
dimension)d 作為重建後之相空間的維

度。d 沒有大小之限制，一般而言，只要

能將一維時間序列充分展開 (unfold)即
可。從一簡單的空間幾何關係式可得知若

原始系統中吸引子 (attractor)之維度為

dA，嵌維 d 符合 d>2dA 的條件。然而上述

為一充分條件，在許多情形下，可以不需

要用這般高維度來展開時間序列。在尚未

得知 dA之前，此研究採用 Kennel[6]提出

的假鄰近點法 FNN (false nearest neighbor)
來決定 d 之大小。 

理論上一維時間序列是由高維度的

相空間中的運動軌跡投影而來，因此資料

會呈現多處交錯之情況，對此而需要一方

法將交錯處予以展開。首先假設在 d 維度

重建相空間中有一點 

)])1((,...,
)(),([)(

Tdns
Tnsnsny

−+
+=v

     (10) 

對此點可以找到一個與其距離最近

的鄰近點 

)])1((,...,
)(),([)(

Tdns
Tnsnsny
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+=v
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此 )(ny NNv
有可能是 )(nyv 真正的鄰近

點，亦有可能是因為高維度投影而造成的

假鄰近點。欲判斷其真偽，計算在 d 維度

時 )(nyv 及 )(ny NNv
的距離 Rd(n)： 
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當空間拓展至 d+1 維度時，此兩點間

的距離為 
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由(12)和(13)式可以得兩距離之相對

差為 
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一般 Rtol 取 15 左右，符合(14)式則

)(ny NNv
為 )(nyv 的假鄰近點，亦即在 d 維

度之鄰近情況是由於更高維度空間之投

影所造成。根據(14)式計算在 d 維度之假

鄰近點所佔比例，然後進入 d+1 維度重複

此一步驟，直至假鄰近點所佔比例降至零

為止，此時維度 d 即為重建相空間所需之

嵌維。亦即在此嵌維下所有鄰近點為真實

之分佈，原本由高維度空間之投影的資料

交錯處至此完全被打開。 
不過實際狀況很難將假鄰近點所佔

比例完全降至零，因為一般實驗數據多少

含有雜訊，來源可能是實驗誤差、儀器精

密度或環境影響等，而雜訊是一種高維度

訊號，所以上述方法在有限之 d 下很難將

假鄰近點所佔比例完全降至零，對此選擇

在假鄰近點所佔比例為最低時的 d 值作

為重建相空間之嵌維。 
值得注意的是此處嵌維 d 並非原始

動態系統的空間維度，但在 d 值不大時，

可以推論影響原系統的變數個數（自由

度）。 

3. 分析資料 

3.1 資料來源 

數據來源主要由 PhysioNet[7]所提

供，此數據已經被 Beth Israel Deaconess 
Medical Center’s Committee on Clinical 
Investigations 認可。量測對象是 31 歲至

48 歲沒有心臟病的女性患者，透過

EEG/ECG/vidio monitoring 作原始資料收

集，之後經由 Al-Aweel[8]團隊作原始資

料處理，整理成為患者的心跳率，作為此

次研究癲癇症的時間序列。 

3.2 選取範圍及說明 

圖 1 這位病患的心跳率，總共有 8384
筆資料，發作中用第 1031-1542 筆，發作

前 用 第 501-1012 筆 ， 發 作 後 用 第

1851-2362 筆，各為 512 筆。在這個時間

序列的發作期開始時，心跳率會先上升，

然後下降，接著第二次上升，所以在發作

期都會有兩次起伏。 
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圖 1 患者的心跳率作為一維時間序列 

在這裡也出現計算時不可避免的問

題，就是資料長度稍短，但這也是用實驗

值作生理系統的特性判斷時，普遍都遭遇

到的問題，畢竟身體不比機器的輸出入，

也就是這個原因，要完全推斷系統運動屬

性是帶有一點小瑕疵的，比如說量測誤差

在資料點不夠長的狀況下，可能就有相當
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程度會影響，但儘管如此，除非完全判別

不出運動特性，否則作初步認定還是具有

價值。 

4. 結果與討論 

本研究利用相空間重建法以得知系

統特性。首先重建需要兩樣參數：時間延

遲量 T 及嵌維 d，分別利用平均關聯性資

訊及假鄰近點之方式求得；接著嘗試了解

展開空間之吸引子特性（即代表系統行為

方式），以相關維度值及李雅普諾指數來

區分癲癇發作前、中及後不同的運動行

為。 

4. 1 平均關聯性資訊 

相空間重建需要延遲時間量 T 作為

各座標軸的依據，在此採用平均關聯性資

訊 I(T)選取 T，對不同的 T 作(9)式的計

算，可以得到不同 I(T)值，我們即選發生

最小 I(T)時之 T 值。 
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(c) 

圖 2 患者發作(a)前(b)中(c)後的平均關聯

性資訊 I(T)與延遲時間 T 之關係 

圖 2 是患者發作(a)前(b)中(c)後的平

均關聯性資訊 I(T)與延遲時間 T 之關係

圖，選第一次發生最小 I(T)時之 T 值，因

此發作前 T=2，發作中 T=8，發作後

T=11。有時 I(T)的極小值不明顯，事實上

當選用不同長度之序列作相互關聯性分

析，點出現機率會不同，會產生不一樣的

極小值發生處 T，在這樣出現變化的情況

下，在之後作其他計算時，包括 FNN 百

分比等，作各種 T 的測試實屬必要。且用

極小值出現處 T 值也只是個參考，而用不

一樣的 T（但是不要差距過大），在之後

吸引子的呈現上並不會產生很嚴重的差

異。 

4. 2 假鄰近點的百分比 

重建相空間另一個課題是找尋嵌維

d，用假鄰近點所佔的比例，得到最少相

空間軌跡交錯的情形，誠如之前提及外在

環境會造成資料帶有雜訊，所以無法完全

將 FNN%降到零，而且在某一個 d 值以

後，反而 FNN%會上升，但因為這樣不全

然純淨的資料是何原因造成，仍未得知，

所以有可能會是系統本身就具有這樣的

特質，因此如果要用過濾雜訊的方式得到

一個純淨資料，仍具把原本系統行為改變

之風險性，所以依舊使用原本的數據作計

算。 
在圖 3 中觀察患者的 FNN%是最小

時，發作前選 d=7，發作中 d=5，發作後
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d=6；這些 d 值再配合之前求得時間延遲

量 T 可用來重建相空間，即可分析軌跡之

特性。還是得強調此嵌維並非原本運動軌

跡所處的空間，但原本運動特性無法在一

維時間序列上表現，好比說週期運動的極

限環得在二維平面才可以窺到，一維就不

足以看到其週期特性。至於打開空間後的

座標軸個為何種變數（自由度），在癲癇

的研究上仍是個正在進行的工作。 
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圖 3 患者癲癇發作(a)前(b)中(c)後，FNN
比率與嵌維 d 關係圖 

4. 3 在三維相空間的軌跡表現 

決定相空間重建的延遲時間 T 與嵌

維 d 後，可以將原本的時間序列展開成在

相空間中的運動情形，雖然這並非是原本

系統運動實際狀況，但可以藉此推論原本

系統屬於週期、類週期或是非週期運動，

甚至更進一步從非週期運動中與隨機運

動作區隔。在視覺表現上，3 維是可以作

圖形表現，所以在圖 4 可見得用 3 維相空

間重建癲癇發作(a)前(b)中(c)後的軌跡分

布。從這個重建相空間會發現原本發作前

看似一團凌亂，到發作中時呈現的是具某

種結構：類似週期運動的繞圈，直到發作

結束後又好像把原本具結構的形狀打

亂，希望恢復正常身體狀態該有的雜亂表

現。這點與 Schaffer[2]提及癲癇發作好像

是進入一個暫態的週期視窗當中，結束後

會脫離這具規則的運動的解釋符合。 
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圖 4 患者用 3 維相空間重建癲癇發作(a)
前(b)中(c)後軌跡分布 

5. 結論 

但在做過相空間重建後，可以看出癲

癇發作是一個奇異吸引子，而這又是混沌

運動獨有的特性，因而在頻譜圖明顯的峰

值起伏認為是其運動頻率，甚至有週期特

性。 
而有人認為心跳行為就好像 Lorenz 

model[9]一般，當作一些參數改變後，會

進入混沌運動，比如 Paulson [10]提出影

響癲癇發作的因子，甚至包括思考，可以

改變原本運動軌跡，進入混沌狀態。因此

在本文確定癲癇具有低維度運動性質

後，接下來朝模擬系統行為之工作邁進。 
動力學的理論提供一個嶄新的觀點

看疾病發作情況，在此研究發現癲癇發作

前、中及後期之空間重建在動力學的特性

上是截然不同的，至於是否會產生像混沌

的週期分叉情形，還有待觀察，這也是下

一步研究工作，用數學模型去做生理訊號

模擬，解開物理世界的奧秘，在醫療上達

到醫治預防之功效。 
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ABSTRACT 

    Fluctuating cycles are common in 
most physiological systems. If treated as a 
dynamical system, modern chaos theory 
suggests that such variability may be a 
symptom of a chaotic response. In this 
study, the physiological behaviors of heart 
rate with epilepsy are analyzed from the 
view point of a dynamical system. By 
taking heart rate with epilepsy as a time 
series, phase space is reconstructed from 
this experimentally observed series to get 
two characteristics: correlation dimension 
and Lyapunov exponent. The results 
strongly suggest that seizure period is a low 
dimension and alike a periodic motion. 
Besides, physiological behaviors of a 
healthy body are high dimension chaos. 
These quantitative characteristics will be 
helpful in establishing a mathematical 
model in the future. 

Keyword: chaos, reconstruction of phase 
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